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I. Proba individuald 2003 — enunturi

I.1. Clasa a VII-a

1. Tie triunghiul ascutitunghic ABC. Punctul de intersectie al bisectoarei din B
si inaltimii din C il notam cu M. Pe perpendiculara din B pe BC, dusd 1n
semiplanul care nu-1 contine pe M. ludm punctul N, astfel incat BN = CM. Sa
se arate ca NC || BM.

2. Fie numerele 101, 10101, 1010101,...,101...01. S& se arate ca macar unul
—_
2004 de 1

dintre ele este multiplu de 2003.

3. Fie ABC un triunghi neisoscel. Sa se precizeze care sunt punctele M
interioare triunghiului pentru care multimile formate din urmétoarele 3
elemente:

m(]\jA\B), m(m), m(m) , respectiv
m(@), m(l\jC\B), m(m) coincid.

4. Fie n un numir natural divizibil cu 7. Sa se arate ca numarul :
N :=n+Dn+2)(n+3)(n+4)(n+5)(n+6)

nu poate fi un pétrat perfect.

1.2. Clasa a VIII-a

1. Fie numerele reale:
a=xt =5 +75° + \Ox* — 455+ 63 si
b= \/;4+x3 —14x* -3x+63.
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Si se determine valorile lui xe R astfel Tncat a = b.

2. Si se arate cd nu existi nici un punct M pe perpendiculara in D pe planul
dreptunghiului ABCD, astfel incit m(MBC) = 60° si m(@) =30",

3. In dous cutii A si B punem obiectele Xg» X5y Xy, Xy, X,, X, X, Dacd in cutia A
punem doar obiectele x;,x,,x,x, (celelalte fiind in B), scriem numarul natural

0110011, = 0:2° +1:2° +1:2* +062° +0:27 +1:2' +1.2° .
Procedind astfel, calculati in céte moduri se pot pune cele 7 obiecte in cele
doua cutii.

4. Fie AABC continut in planul & si ADEF . exterior lui « . Daca AD, BE si
CF sunt perpendiculare pe &, [AD] = [BC], [BE] = [AC] si [CF] = [AB)], si
se precizeze, in raport cu triunghiul ABC, pozitia unui punct G e «, echidistant
deD,EsiF.

L.3. Clasa a IX-a

1. Determinati toate numerele naturale n pentru care a doua zecimald a partii
fractionare a numarului ﬁ(n +1) nueste 9.

2. Se considerd numerele reale strict pozitive a,,a,,....a, si numerele reale
D\sP,s-.., p, mai mari ca 1. Fie P = D\D,...p, . Sa se arate ci :
pa +p,a, +..+p.a <max(a +..+a_ +aP+a, +.+a).

Ik<n

3. Fie paralelogramul ABCD si Pe Int ABCD, astfel incit PAD = PCD .
Aratafi cd bisectoarele unghiurilor BAD si BPD sunt paralele.

4. S4 se rezolve ecuatia : (X uZ)m(}uA)=B,unde A,BCT,iar Teste o

multime dati. (Prin M intelegem T\M ,unde M T .)

I.4. Clasa a X-a

1. Fie multimea M c R’si fie f: M - M o functie bijectiva cu proprietatea:
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fx)+f (x)=x, Vxe M .
Demonstrati ca:
a. M este o multime simetrica,
b. f este functie impara.
c. Sa se determine numarul minim de elemente ale multimii M.

2. Fie 4, <a, <..<a, numere reale. S se arate ca aceste numere sunt in
progresie aritmetica dacd si numai daca printre toate diferentele:
a,—a.lsi<jsn,

exact n-1 sunt diferite.

3. Se considera numerele z,,z,.2,€ C distincte doud cte doua cu proprietatea

ca:
(ZI+Z2)3 =(Z2+33)3 =(Z3+Zl)3‘
Sa se arate ¢d -
|z~ 2|=lz, -zl=lz-al.

4. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC si D, E, F picioarele
perpendicularelor din /, respectiv pe laturile BC, CA, AB. Si se arate ci:

AB BC CA
—t—+—26.
DE EF ID

I.5. Clasa a XI-a

1. Fie A o matrice din M/(C) s n un numir natural nenul cu
Tr(A"y =Tr(A"')=0. Atunci A* =0,.

2. Fie a >0 un numir real si fie (x, )m un sir de numere reale distincte care
indeplineste conditiile:
() x, €(0,a),vn21;
m+n
2
amn

,Vm,n cu m#n.

(b) \x” -X,

Sasearatecd a=2.
3. Pentru orice xeR se considerd sirul cu termenul  general

a, ()c)::Z”:(—l)k+1 [kx]. Se noteazd A:={xe R\(an (%)) , convergent} si

k=1
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= {le R’E!xe A(a,(x)) _ are limita l} .

21
a. Sa se determine 1.
b. S4 se determine A.

4. Fie A o multime de 16 numere dintre numerele 1,2,3,...,100. Si se arate ci
exista patru numere distincte @,b,c,d € A astfel incat a+b=c+d.

L.6. Clasa a XII-a

1. S& se arate ci pentru orice numir natural n>1, grupul permutirilor S,

contine un subgrup abelian de ordin n?.

2. Fie numirul real a gi functia f : [a,oo) — R, continui in a. Sa se arate ci f
admite primitive pe (a,0) daci si numai daca f admite primitive pe [a,cc).

3. Fie n un numér natural, n>3, astfel incat n|2" +1. Si se arate ci Oln.

4. Determinafi numirul de funcfii f:N' — N', pentru care are loc
S (n)=n+3, oricare ar fi ne N” . [S-a notat cu /¥ compunerea fo fof ]
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II.1.Clasaa VII - a

1. Cite numere naturale de 4 cifre , mai mici dect 2004, impartite 1a 5,1a 6 si
la 8 dau resturile 2, 1 si respectiv 7 ?

A~

2. Fie triunghiul ABC 1in care m(A) =90".

Se defineste multimea:

AB-AC
2AD

a. Si se arate ¢a multimea M este nevida.
b. Daci M are mai mult de un element, sa se gaseasca toate valorile pe

M:={PG[BC]/AP= } (De BC i AD 1 BC).

care le poate avea m (XC\B) .

3. Fie tiunghiul ABC in care m(B) =75.m(C)=45.BM LAC,
M e AC si De (AB) astfel Incat m(ﬁﬁ) —15°. Perpendiculara in D pe CD
intersecteaza dreapta BM in E. Sa se arate ci [ED] =[BC] si sa se determine
| ).

4. La un depozit se aduc: x kg de mere de prima calitate, ce s-ar putea vinde cu
plei/kg,si y kg de mere de a doua calitate, ce s-ar putea vinde cu ¢ lei/ kg

( x §i y sunt numere naturale nenule necunoscute, iar p §i ¢ sunt numere
naturale nenule cunoscute si p>¢g+1 ). Dupa ce merele se amestecd, un kg de
mere costa r lei, unde r se calculeaza dupa formula:
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. + .
1y =227y
X+ y
Sa se arate ci: pentru orice numsir natural 7 cu p>r> g, cantitifilexsi y de

mere pentru care pretul unui kg este r lei ( r fiind calculat dupa formula (1) )
sunt :

r— - .

xz\q.t’y:L.t (IGN).
(r-q.p-r) (r-q.p-r)

(Cel mai mare divizor comun al numerelor naturale 7 ~q si p—r s-anotat cu

(r—q,p—r).)

I1.2. Clasa a VIII-a

1. Se di multimea M = {xe Nll <x< 121} . Precizati numarul natural & > 2
si dafi un exemplu de multimi nevide AL A A,..., A, cu proprietitile :

(1) AUAUA.UA =M ;

(2 pentrui# jdin{L2,.,k}, A NA =0 ;

3) daci ne N,ie {1,2,...,k} si 3" € A, atunci A are 3" elemente.

2. Se considerd un paralelipiped ABCDABC'D' i un punct Pe (AB).
Planul (ADD) intersecteazi drepiele CP si C'P in punctele M respectiv

N, iar planul (BCC') intersecteazi dreptele DP si DP in R respectiv S .
Sa se arate ci :

(D Punctele M,N,R,S sunt coplanare.

@) MNSR este paralelogram <> P este mijlocul segmentului AB .

3. S se arate c3:

%(a2004 +b2004) >

1 0 — 2 02— 1002—; 00 02—
>__(a1 02+m _bIOOZ m +a100 +n _bIO n +a 002—m ‘bl 2+m +a10 2—n .b1002+n)

4
unde a>0, >0 sunt numere reale, iar m §i » sunt numere naturale, cel

mult egale cu 1002.

k4



